MATHS

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

On veut modéliser dans le plan la coquille d'un Source : Wikipédia
nautile (photo ci-contre) a l'aide d'une ligne brisée
en forme de spirale. On s'intéresse a l'aire délimitée
par cette ligne.

On munit le plan d'un repere orthonormé direct
(0; u, ).

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout
entier k allant de 0 a n, on définit les nombres
complexes

k i&
Zy = (1 + Z) e n,
et on note My, le point d'affixe z.

Dans ce modele, le pourtour du nautile est la ligne brisée reliant tous les points M, avec0 < k < n.
Par exemple, pour les entiers n = 6,n = 10 et n = 20 on obtient les figures ci-dessous :

Partie A - Ligne brisée formée a partir de sept points

. . K\ j2km
Dans cette partie, on suppose que = 6. Ainsi, pour 0 < k < 6,onaz; = (1 + E) e’e

1. Déterminer la forme algébrique exacte de z;.
2. Vérifier que z, et z5 sont des entiers, que I'on déterminera.

3. Calculer la longueur de la hauteur issue de M; dans le triangle OMyM;, puis établir que l'aire de ce

triangle est égale a %g.

Partie B - Ligne brisée formée a partir de n + 1 points

Dans cette partie, n est un entier quelconque supérieur ou égal a 2.
1. Pour tout entier k tel que 0 < k < n, déterminer la longueur OMj,.
2. Pour k entier tel que 0 < k < n — 1, déterminer une mesure des angles (4, 0M,) et (&, 0M,+).

En déduire une mesure de I'angle (OMk, 0Mk+1)
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MATHS

3. Pour k entier tel que 0 < k < n — 1, démontrer que la longueur de la hauteur issue de My, dans le
triangle OM; M., est égale a (1 + %) X sin (27")
4. On admet que l'aire du triangle OM; M., est égalea a;, = % X sin (27") X (1 + S) (1 + %) et que l'aire

totale délimitée par la ligne brisée est égalea A, = a, + a; + -+ a,_1.
L'algorithme suivant permet de calculer l'aire 4,, lorsqu'on entre l'entier n :

VARIABLES : A est un nombre réel

k est un entier

n est un entier
TRAITEMENT : Lirelavaleurden

A prend la valeur 0

Pour k allantde0Oan —1

1 . 2T k k+1
A prend la valeur A + 5 X sin (7) X (1 + Z) (1 + T)
Fin Pour
SORTIE: Afficher A

On entre dans 'algorithme n = 10.
Recopier et compléter le tableau ci-dessous qui illustre le fonctionnement de 1'algorithme:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0,323 10,711 11,170 | 1,705 | 2,322 | 3,027 | 3,826 | 4,726

5. On admet que 4, = 0, que la suite (4,,) converge et que
_ 7
nl_l)rfoo A, = 3~ 7,3
Recopier et compléter les lignes L6 et L13 de I'algorithme ci-aprés, qui permet de déterminer le plus petit
entier n tel que A, = 7,2. On ne demande pas de déterminer n.

L1 VARIABLES: A est un nombre réel
L2 k est un entier
L3 n est un entier
L4 TRAITEMENT: n prend lavaleur 2
L5 A prend la valeur 0
L6 Tant que.......cccvvercerreen
L7 n prend la valeur n + 1
L8 A prend la valeur 0
L9 Pour k allantde0an —1
1 . 2 k k+1
L10 A prend la valeur 4 + 5 X sin (7) X (1 + Z) (1 + T)
L11 Fin Pour
L12 Fin Tant que
L13 SORTIE: Afficher..............
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MATHS

CORRECTION

EXERCICE 4 5 points

Candidats n’ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

Partie A - Ligne brisée formée a partir de sept points
2km

Dans cette partie, on suppose que= 6 . Ainsi, pour0 < k < 6,onaz;, = (1 + g) e’e
1. Déterminer la forme algébrique exacte de z4.

_(1+1) ze_7 ;7 1+_\/§ q _7+_7\/§
Aa=\tTe)¢ " T Te\2 Ty )N Aa T T

2. Vérifier quez etz sont des entiers, que l'on déterminera.
0 i2><017.'
Zg = (1 + g) e ¢ = elsoitzy = 1 donc z, est bien un entier.

6 .2X6TT . ) . .
Zg = (1 + g) e 6 = 2e'?" soit z, = 2 donc z, est bien un entier.

3. Calculer la longueur de la hauteur issue de M, dans le triangle OM M, puis établir que laire de ce

, . \7V3
triangle est égale a %.
F 3
My
Im(zy) |-
11 ;
L’aire du triangle OMyM; est :
1 1 %
3 X base X hauteur = 3 X OMy X Im(z;) s
_1 7V3 Ef
=3% 1x 12 -g;
Donc l'aire du triangle MM, est %.
.""rf[’]
Y —
0 1
- >
base
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Partie B - Ligne brisée formée a partir de n + 1 points

1. Pour tout entier k tel que0 < k < n, déterminer la longueur OM,.

.2km

D’apreés le cours OM;, = |z | = |(1 +S)elT =1 +§donc oM, =1 +§

2. Pourk entier tel que 0 < k < n — 1, déterminer une mesure des angles (i, OM},) et (W, OM; 1, ).
En déduire une mesure de I'angle (OM,, OM,,.1)

D’apres le cours (ﬂ, OMk) = Arg(z,) (2m)
k iZk_”
=arg((1+5)en ) @m)

2K (217) et de 1a méme fagon (u,0M;14) =

n

2(k+1)m

n
On en déduit alors (OMy, OM;.;) = (OMy,u) + (4,0M;4,) (27) d’apres la relation de Chasles.
—(u, 0My) + (U, 0My4,) (2m)

:_@ +2(k+1)71' (21‘[)
n n

Donc (17, OMk) =

(2m).

Ainsi (OMy, 0M;;;) ==  (2m)

3. Pour k entier tel que 0 < k < n — 1, démontrer que la longueur de la hauteur issue de My, ., dans le
triangle OM M., 1 est égale a (1 + %) X sin (27")

_ _ 1+ M1
La hauteur issue de M, ,, dans le triangle _
OM M, est My H. RNA

. (2m\ My H -
Etonasm(—) = ki1l H
n Mp 410

Ainsi My, H = My, 0 sin (27”) -
d'ott M, H = (1 + %) sin (27”)
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4. L algorithme suivant permet de calculer ] aire A,, lorsqu'on entre l'entiern :

VARIABLES : A est un nombre réel
k est un entier

n est un entier

Lire la valeur den

A prend la valeur 0

Pourk allantdeO0an — 1

TRAITEMENT :

Fin Pour

SORTIE: Afficher A

A prend la valeur A + % X sin (27") X (1 + S) (

1+52

w)

On entre dans l'algorithmen = 10.

Recopier et compléter le tableau ci-dessous qui illustre le fonctionnement de l'algorithme:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0323 | 0711 | 1,170 | 1,705 | 2322 | 3027 | 3826 | 4726
Ecrivons cet algorithme a I'aide de notre TI83
Premium CE : PROGRAM: EX04
‘Promprt N
@2A
. ’ . . ) . :FOP(Kl@lN_l)
On a ajouté Disp K,A afin d’afficher au cours tA+1/2%sin(2n/N) % (1+HKN) % (
de la boucle les valeurs successives de k et A. 1+(K+1)-NJ)~R
:Disp K.H
:End
:Disrp R
, rromEx04
On exécute le programme N=?10
3. 826481992
7
Lorsque k =8onad = 5,731 4. 725793423
Lorsque k =9onad =~ 6,848 5.73090621
9
6.847698189
6.847698189
............................................ Fait,
On obtient ainsi :
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0,323 0,711 1,170 1,705 2,322 3,027 3,826 | 4,726 | 5,731 | 6,848
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5. On admet que A, = 0, que la suite (A,,) converge et que

Recopier et compléter les lignes L6 et L13 de I'algorithme ci-aprés, qui permet de déterminer le plus petit
entiern tel que A,, > 7, 2. On ne demande pas de déterminern.

L1 VARIABLES: A est un nombre réel
L2 k est un entier
L3 n est un entier
L4 TRAITEMENT: n prend lavaleur 2
L5 A prend la valeur 0
L6 Tantque A < 7,2
L7 n prend la valeur n + 1
L8 A prend la valeur 0
L9 Pour k allantde0an—1
1 . (2m k k+1
L10 A prend la valeur 4 + 5 X sin (T) X (1 + ;) (1 + T)
L11 Fin Pour
L12 Fin Tant que
L13 SORTIE: Afficher N.
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