MATHS

EXERCICE 2 6 points
Commun a tous les candidats

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [0; 1],
continue et positive sur cet intervalle, et a un réel
telque 0 <a < 1.

On note :

C lareprésentation graphique de la fonction f
dans un repére orthogonal ;

A; l'aire du domaine plan limité par I'axe des
abscisses et la courbe C d'une part, les droites

A : Al
d'équations x = 0 et x = a d'autre part; ' i ’
A, l'aire du domaine plan limité par l'axe des i
abscisses et la courbe C d'une part, les droites ;
d'équations x = a et x = 1 d'autre part.

@] a 1

Le but de cet exercice est de déterminer, pour différentes fonctions f, une valeur du réel a vérifiant la
condition (E) : « les aires A; et A, sont égales ».

On admet I'existence d'un tel réel a pour chacune des fonctions considérées.

Partie A - Etude de quelques exemples

1.

Vérifier que dans les cas suivants, la condition (E) est remplie pour un unique réel a, et déterminer sa
valeur:

a) f est une fonction constante strictement positive;

b) f est définie pour tout réel x de [0; 1] par f(x) = x.

. a) Al'aide d'intégrales, exprimer (en unité d'aire) les aires A, et 4,.

b) On note F une primitive de la fonction f sur l'intervalle [0; 1].
F(0)+F(1)

Démontrer que si les réel a satisfait (E), alors F(a) = >

La réciproque est-elle vraie ?

. Dans cette question, on envisage deux autres fonctions particuliéeres.

a) La fonction f est définie pour tout réel x de [0; 1] par f(x) = e*.
Vérifier que la condition (E) est remplie pour un unique réel a, et déterminer sa valeur.

b) La fonction f définie pour tout réel x de [0; 1] par f(x) = T

Lo 2 .
Vérifier que la valeur a = - convient.
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MATHS

Partie B - Utilisation d'une suite pour déterminer une valeur approchée de a

Dans cette partie, on considére la fonction f définie pour tout réel x de [0; 1] par f(x) = 4 — 3x2.
1. Démontrer que si a est un réel satisfaisant la condition (F), alors a est solution de 1'équation :
x3 N 3
X=—+=
4 8

Dans la suite de l'exercice, on admettra que cette équation a une unique solution dans I' intervalle
[0; 1]. On note a cette solution.

3
2. On considere la fonction g définie pour tout réel x de l'intervalle [0; 1] par g(x) = x: + %, et la suite
(u,,) définie par: u, = 0 et, pour tout entier naturel n, u,,,; = g(u,).

a) Calculer u;.
b) Démontrer que la fonction g est croissante surl' intervalle [0; 1].
¢) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: 0 < u, < u,,;; < 1.
d) Prouver que la suite (u,) est convergente.
Al'aide des opérations sur les limites, prouver que sa limite est égale a a.
e) On admet que le réel a vérifie I' inégalité 0 < a — u;, < 107°. Calculer u;o a 1078 pres.
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MATHS

CORRECTION
EXERCICE 2 6 points

Le but de cet exercice est de déterminer, pour différentes fonctions f, une valeur du réel a vérifiant la
condition (E) : « les aires A, et A, sont égales ».

On admet l'existence d'un tel réel a pour chacune des fonctions considérées.

Partie A - Etude de quelques exemples

1. Vérifier que dans les cas suivants, la condition (E) est remplie pour un unique réel a, et déterminer sa
valeur :

a. [ est une fonction constante strictement positive.

Soitk € R} tel que Vx € [0; 1) f(x) = k.
1

k k

L 1
A1n51a=5

L
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1. b. f est définie pour tout réel x de[0; 1] par f(x) = x.
Soita €]0;1[.Ona:
L’aire du triangle rectangle bleu est : 4

A, ==XaX
1Zaa

On en déduit l'aire en orange en prenant l'aire

totale formée par le triangle rectangle d’aire

1 1 . ) :

> X 1x1= Seten lui 6tant I'aire du triangle bleu :
1 1 1

A2=§_A2=§_§a2

. o 1 1 1
Ainsi la condition 4; = 4, & Eaz =5 Eaz

1 1
(=>a2=5(=>a=\Ecara20.

1 V2
Donca=—=< a=—
V2 2

2. a. A l'aide d'intégrales, exprimer (en unité d'aire) les aires A etA,.

A = Jf(x)dx u.a.et
0

1
A, = ff(x)dx u.a.

A J
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2. b) On noteF une primitive de la fonction f sur l'intervalle [0; 1].
F(0)+F(1)

Démontrer que si les réel a satisfait (E), alors F(a) = >

La réciproque est-elle vraie 7
On sait que F est une primitive de f sur [0; 1]. Ainsi
a 1
4, = ff(x)dx = F(a) — F(0) etd; = ff(x)dx = F(1) - F(a)

(E) est satisfaite & A, =0A2 < F(a)—F(0)=F(1) - F(aSl < 2F(a) =F(0)+ F(1)
F(0 + F(1)

< F(a) = >

Etant donné que nous avons raisonné avec des équivalences, la réciproque est vraie.

3. Dans cette question, on envisage deux autres fonctions particuliéres.
a) La fonction f est définie pour tout réelx de[0; 1] parf(x) = e*.
Vérifier que la condition (E) est remplie pour un unique réel a, et déterminer sa valeur.

D’aprées2.bonad; = A, & F(a) = w
Or si pour tout x € [0;1] f(x) = e* alorsla
fonction F définie sur [0; 1] par F(x) = e* est
une primitive de f sur [0; 1].

F(0O)+F(1 el+el 1+e
F(a)=%(=)ea= - <=)e“=70rles

deux membres sont positifs stricts donc

1+ 1+
ln(ea)=ln< Ze)@a:ln( ze)
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3.b) La fonction f définie pour tout réelx de|0; 1] par f(x) =

(x+2)2"

- 2 ,
Vérifier que la valeura = 5 convient.

Si pour toutx € [0; 1] f(x) = !

(x+2)2
alors la fonction F définie sur [0; 1] par
F(x) =— ﬁ est une primitive de f sur
[0; 1].

FOOO+F(1) 1 1 1
fﬁ(‘ﬁ*(‘m))

-
F (2) 1 B 1 B 5
AT A B VRV
5 5
La condition F (E) — FO+FQ) est bien vérifiée, la valeur de a = % convient.

Partie B - Utilisation d'une suite pour déterminer une valeur approchée de a

Dans cette partie, on considére Ia fonction f définie pour tout réel x de[0; 1] par f(x) = 4 — 3x>.
1. Démontrer que si a est un réel satisfaisant la condition (E), alors a est solution de I'équation :
3
x> 3
X = Z + 5
Si pour tout x € [0;1] f(x) = 4 — 3x? alors la fonction F définie sur [0; 1] par F(x) = 4x — x3 est une
primitive de f sur [0; 1].

Si a est un réel satisfaisant la condition (E) & F(a) = w d’apres 2.b

0+4—13 3 3 a3
(:)4a—a3=T<:>4a—a3=E(:>4a=a3+—<:>azz+

Q| W
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w

X

2. On considére la fonction g définie pour tout réel x de l'intervalle [0; 1] par g(x) = -t

Qlw

, et la suite
(u,) définie par :uy = 0 et pour tout entier natureln, u, ., = g(u,).

a) Calculeru,.

u; = g(uy) = g(0) doncu, = Z

2. b. Démontrer que la fonction g est croissante surl’ intervalle [0; 1].

g est une fonction polynéme, donc g est dérivable sur [0; 1] eton a:
2 2
Pour toutx € [0;1] g'(x) = 3%. Or Vx € [0;1] 3% > 0, g est donc croissante sur [0; 1].

2.c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln,ona:0 < u, < u,,1 < 1.

Initialisation: Montrons que la proposition est vraie au rang 0 :

3 :
Uy = 0etuy =§onadoncb1enOSu0 <u <1

La proposition est donc vraie au rang 0.

Hérédité : Supposons que pour un entier natureln € Nona 0 < u, < u,,; < 1etmontrons que
0<upy1 <uy, <1

D’apres I'hypothese de récurrence, 0 < u,, < u,,; < 1, or on a prouvé dans 2.b. que g

est croissante sur [0 ; 1] donc g(0) < g(uy,) < g(uny1) < g(1)
3

3
<3 < g(up) < g(upsq) < Z+§
3 5
<:>§Sun+1 < Upsz Sg
. 3 5 .
ce qui prouve que 0 < 3 S Upyr S Upgp < 3 <1s0it0 < up;1 Suy <1

La proposition est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion : On a démontré que pour tout entier naturel n,ona: 0 < u, < u,,; < 1.
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2.d. Prouver que la suite (u,) est convergente.
A l'aide des opérations sur les limites, prouver que sa limite est égale a a.

D’apres 2.c. on sait que pour tout entier natureln,ona: 0 < u, < u,;; < 1.
La suite (u,) est donc croissante et majorée par 1, donc d’apres le théoréme de convergence monotone,
(u,) converge vers unréel [ € [0,1].

- ; g . uf’l+3_l3+3
nsaitque nm U, =tdonc M 2 T8 273

. i3 SRS
OnaaUSSInl_l)ToounH:loru"+1:T+§donCl:Z+§(:)lzz-i_g

3
a étant, d’apres I'énoncé, 'unique réel de I'intervalle [0; 1] tel que a = a: + Z, cela prouve bien que la
3
+

Qlw

limite de la suite (u,) estle réel a € [0; 1] tel que a = aT

2.e) On admet que le réel a vérifie I' inégalité 0 < a — u,q < 10~°. Calculeru,y, 21078 prés.

13 i NORHAL FLOTT AUTO REEL RAD HP
Pour calculer u;, on utilise sa TI83 Premium b S

CE:
Tout d’abord il fau mettre sa calculatrice en

quitter

FONCTION PARAMETRIQ POLAIRE w
POINT-EPAIS FIN POINT-

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

On entre I'expression de la suite en appuyant sur Graphl Grarh2 Graph3
graph statsf1 nMin=0

3
2 -
3 l'-.u(n)E—u(”.‘“ +%

. u
.On sait que u,,; = T” +

mode suite en appuyant sur

il faut modifier

, _ _ 8 u(pMin)B{22
I'expression pour avoir u, en fonction de u,,_; : Bwvin)=
urzl—l 3 v(nMin)=
U, = - Bw(n)=
4 Qhanger wirMinl=
n est obtenu en appuyant sur etuen

E] u(le)
0.3898078401

quitter L e e RS L R

On appuie sur pour quitter I'éditeur

de suites, et on calcul u,.

Conclusion : 15 =~ 0,3898078401 2 1071 pres.

appuyant sur
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