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EXERCICE 4 :  5 points 
Candidats n’ayant pas suivi l’enseignement de spécialité 

On considère les nombres complexes 𝑧𝑛 définis, pour tout entier naturel 𝑛, par 

𝑧0 = 1 et 𝑧𝑛+1 = (1 + 𝑖
√3

3
) 𝑧𝑛. 

On note𝐴𝑛n le point d’affixe 𝑧𝑛 dans le repère orthonormé (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ) de l’annexe 2. 

L’objet de cet exercice est d’étudier la construction des points 𝐴𝑛. 

1.  a. Vérifier que 1 + 𝑖
√3

3
=

2

√3
𝑒𝑖

𝜋

6  

 b. En déduire 𝑧1 et 𝑧2 sous forme exponentielle. 

2. a. Montrer que pour tout entier naturel 𝑛, 

𝑧𝑛 = (
2

√3
)
𝑛

𝑒𝑖𝑛
𝜋
6  

 b. Pour quelles valeurs de 𝑛, les points 𝑂, 𝐴0 et 𝐴𝑛 sont-ils alignés ? 

3. Pour tout entier naturel 𝑛, on pose 𝑑𝑛 = |𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛|. 
 a. Interpréter géométriquement 𝑑𝑛. 
 b. Calculer 𝑑0. 
 c. Montrer que pour tout entier naturel 𝑛 non nul, 

𝑧𝑛+2 − 𝑧𝑛+1 = (1 + 𝑖
√3

3
) (𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛) 

 d. En déduire que la suite (𝑑𝑛)𝑛≥0  est géométrique puis que pour tout entier naturel 𝑛, 

𝑑𝑛 =
√3

3
(

2

√3
)
𝑛

 

4. a. Montrer que pour tout entier naturel 𝑛, 

|𝑧𝑛+1|
2 = |𝑧𝑛|

2 + 𝑑𝑛
2  

 b. En déduire que, pour tout entier naturel 𝑛, le triangle 𝑂𝐴𝑛𝐴𝑛+1 est rectangle en 𝐴𝑛. 
 c. Construire, à la règle non graduée et au compas, le point 𝐴5 sur la figure de l’annexe 2 à rendre 

avec la copie. 
 d. Justifier cette construction. 
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ANNEXE 2 
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CORRECTION 
 
EXERCICE 4 :  5 points 
Candidats n’ayant pas suivi l’enseignement de spécialité 

On considère les nombres complexes 𝒛𝒏 définis, pour tout entier naturel 𝒏, par 

𝒛𝟎 = 𝟏 et  𝒛𝒏+𝟏 = (𝟏 + 𝒊
√𝟑

𝟑
) 𝒛𝒏. 

On note𝑨𝒏 le point d’affixe 𝒛𝒏 dans le repère orthonormé (𝑶, 𝒖⃗⃗ , 𝒗⃗⃗ ) de l’annexe 2. 
L’objet de cet exercice est d’étudier la construction des points 𝑨𝒏. 

1. a. Vérifier que 1 + 𝑖
√3

3
=

2

√3
𝑒𝑖

𝜋

6  

 

On a 
2

√3
𝑒𝑖

𝜋

6 =
2

√3
(cos (

𝜋

6
) + 𝑖 sin (

𝜋

6
)) =

2

√3
(
√3

2
+

1

2
𝑖) = 1 +

1

√3
𝑖 = 𝟏 +

√𝟑

𝟑
𝒊 

 

On peut vérifier avec sa TI83 Premium :  

 
 

 

 
1. b. En déduire 𝒛𝟏 et 𝒛𝟐 sous forme exponentielle. 
 

𝑧0 = 1 et 𝑧1 = 𝑧0+1 = (1 + 𝑖
√3

3
) 𝑧0 = (1 + 𝑖

√3

3
) × 1 = 1 + 𝑖

√3

3
=

2

√3
𝑒𝑖

𝜋

6  d’après 1.a. 

 

De plus 𝑧2 = 𝑧1+1 = (1 + 𝑖
√3

3
) 𝑧1 = (1 + 𝑖

√3

3
)

2

√3
𝑒𝑖

𝜋

6 =
2

√3
𝑒𝑖

𝜋

6 ×
2

√3
𝑒𝑖

𝜋

6 =
4

3
𝑒𝑖

2𝜋

6 =
4

3
𝑒𝑖

𝜋

3 . 

 

Conclusion : 𝒛𝟏 =
𝟐

√𝟑
𝒆𝒊

𝝅

𝟔  et 𝒛𝟐 =
𝟒

𝟑
𝒆𝒊

𝝅

𝟑  

 

 

2. a. Montrer que pour tout entier naturel 𝒏, 𝑧𝑛 = (
2

√3
)
𝑛

𝑒𝑖𝑛
𝜋

6  

 

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑧𝑛+1 = (1 + 𝑖
√3

3
) 𝑧𝑛 donc (𝑧𝑛) est une suite géométrique de raison 1 + 𝑖

√3

3
=

2

√3
𝑒𝑖

𝜋

6  

Donc d’après le cours : pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑧𝑛 = 𝑧0𝑞
𝑛 = 1 × (

2

√3
𝑒𝑖

𝜋

6)
𝑛

= (
𝟐

√𝟑
)
𝒏

𝒆𝒊𝒏
𝝅

𝟔  
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2. b. Pour quelles valeurs de 𝒏, les points 𝑶, 𝑨𝟎 et 𝑨𝒏 sont-ils alignés ? 
 

𝑂, 𝐴0 et 𝐴𝑛  alignés ⟺ (𝑂𝐴0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝐴𝑛

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 0  (𝜋) ⟺ 𝐴𝑟𝑔 (
𝑧𝑛−0

𝑧0−0
) = 0  (𝜋)  ⟺ 𝐴𝑟𝑔(𝑧𝑛) = 0  (𝜋) 

⟺ 𝑛 ×
𝜋

6
= 0 + 𝑘𝜋 , 𝑘 ∈ ℤ ⟺ 𝑛 = 6𝑘 , 𝑘 ∈ ℤ  

Les valeurs de 𝒏 pour lesquels 𝑶, 𝑨𝟎 et 𝑨𝒏 sont alignés sont les multiples de 6. 
 

 
3. Pour tout entier naturel 𝒏, on pose 𝒅𝒏 = |𝒛𝒏+𝟏 − 𝒛𝒏|. 
 a. Interpréter géométriquement 𝒅𝒏. 
 
D’après le cours, 𝒅𝒏 = |𝒛𝒏+𝟏 − 𝒛𝒏| = 𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏. 

 

 
 
3.b. Calculer 𝒅𝟎. 
 

𝑑0 = |𝑧1 − 𝑧0| = |1 + 𝑖
√3

3
− 1| = |𝑖

√3

3
| =

√3

3
 

 

Conclusion : 𝒅𝟎 =
√𝟑

𝟑
 

 

 
 
3. c. Montrer que pour tout entier naturel 𝒏 non nul, 

𝑧𝑛+2 − 𝑧𝑛+1 = (1 + 𝑖
√3

3
) (𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛) 

 

∀𝑛 ∈ ℕ∗  𝑧𝑛+2 − 𝑧𝑛+1 = (1 + 𝑖
√3

3
) 𝑧𝑛+1 − (1 + 𝑖

√3

3
) 𝑧𝑛 = (𝟏 + 𝒊

√𝟑

𝟑
) (𝒛𝒏+𝟏 − 𝒛𝒏) 
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3. d. En déduire que la suite (𝒅𝒏)𝒏≥𝟎  est géométrique puis que pour tout entier naturel 𝒏, 

𝑑𝑛 =
√3

3
(

2

√3
)
𝑛

 

 

∀𝑛 ∈ ℕ 𝑑𝑛+1 = |𝑧𝑛+2 − 𝑧𝑛+1| = |(1 + 𝑖
√3

3
) (𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛)| d’après la question 3.c 

 

Ainsi 𝑑𝑛+1 = |1 + 𝑖
√3

3
| × |𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛| = √12 + (

√3

3
)
2

× |𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛| = √1 +
1

3
× 𝑑𝑛 = √

4

3
× 𝑑𝑛 =

2

√3
𝑑𝑛 

 

Donc (𝑑𝑛) est une suite géométrique de raison 
2

√3
 et de premier terme 𝑑0 =

√3

3
 

 

D’après le cours on peut affirmer que ∀𝑛 ∈ ℕ  𝒅𝒏 = 𝑑0𝑞
𝑛 =

√𝟑

𝟑
(

𝟐

√𝟑
)
𝒏

 

 

 
 
4. a. Montrer que pour tout entier naturel 𝒏, 

|𝑧𝑛+1|
2 = |𝑧𝑛|

2 + 𝑑𝑛
2  

 

On sait d’après les questions précédentes que ∀𝑛 ∈ ℕ : 𝑧𝑛 = (
2

√3
)
𝑛

𝑒𝑖𝑛
𝜋

6  et 𝑑𝑛 =
√3

3
(

2

√3
)
𝑛

 

Donc d’une part ∀𝑛 ∈ ℕ  |𝑧𝑛+1|
2 = |(

2

√3
)
𝑛+1

𝑒𝑖(𝑛+1)
𝜋

6|
2

= |(
2

√3
)
𝑛+1

|
2

= ((
2

√3
)
2

)
𝑛+1

= (
4

3
)
𝑛+1

 

Et d’autre part , ∀𝑛 ∈ ℕ  |𝑧𝑛|
2 + 𝑑𝑛

2 = |(
2

√3
)
𝑛

𝑒𝑖𝑛
𝜋

6|
2

+ (
√3

3
(

2

√3
)
𝑛

)
2

= (
4

3
)
𝑛

+
1

3
(

2

√3
)
2𝑛

= (
4

3
)
𝑛

+
1

3
(
4

3
)
𝑛

=

4

3
(
4

3
)
𝑛

 

Donc |𝒛𝒏|
𝟐 + 𝒅𝒏

𝟐 = (
𝟒

𝟑
)
𝒏+𝟏

= |𝒛𝒏+𝟏|
𝟐 

 

 
4. b. En déduire que, pour tout entier naturel 𝒏, le triangle 𝑶𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏 est rectangle en 𝑨𝒏. 
 
On sait que ∀𝑛 ∈ ℕ : |𝑧𝑛+1|

2 = |𝑧𝑛|
2 + 𝑑𝑛

2 ⟺ 𝑂𝐴𝑛+1
2 = 𝑂𝐴𝑛

2 + 𝐴𝑛𝐴𝑛+1
2  

⟺ le triangle 𝑶𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏 est rectangle en 𝑨𝒏 
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4. c. Construire, à la règle non graduée et au compas, le point 𝑨𝟓 sur la figure de l’annexe 2 à rendre avec 
la copie. 
 

 
 

 
4. d. Justifier cette construction. 
 
On sait d’après la question 4.b. on a pour tout 𝑛 ∈ ℕ : le triangle 𝑂𝐴𝑛𝐴𝑛+1 est rectangle en 𝐴𝑛 
 
Ainsi le triangle 𝑂𝐴4𝐴5 est rectangle en 𝐴4. Ainsi 𝐴5 appartient à la perpendiculaire à (𝑂𝐴4) passant par 
𝐴4 tracé en rouge sur le graphique. 
 
De plus le triangle 𝑂𝐴5𝐴6 est rectangle en 𝐴5, donc 𝐴5 appartient au cercle de diamètre [𝑂𝐴6] en vert 
sur le graphique. 
 
𝐀𝟓 est à l’intersection du cercle vert et de la droite rouge. 
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