MATHS

EXERCICE 4 :
Candidats n’ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

On considéere les nombres complexes z,, définis, pour tout entier naturel n, par
Zog=1letzy 1 = (1 + i?)zn.
On noteA,n le point d’affixe z, dans le repére orthonormé (0, u, ¥) de 'annexe 2.
L’objet de cet exercice est d’étudier la construction des points 4,,.
s V3 _ 2 i
1. a. Vérifierque 1 + i s - 56
b. En déduire z; et z, sous forme exponentielle.

2. a. Montrer que pour tout entier naturel n,

( 2 )” inZ
zp=|—=] e

EERNVE]

b. Pour quelles valeurs de n, les points 0, A, et A,, sont-ils alignés ?

3. Pour tout entier naturel n, on pose d,, = |z,41 — Zy]|.
a. Interpréter géométriquement d,,.
b. Calculer d,.
c. Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

V3
Zn+2 —Zp+1 = 1+ l? (Zn+1 - Zn)

d. En déduire que la suite (d,;) s est géométrique puis que pour tout entier naturel n,
V3 ( 2 )”

4. a. Montrer que pour tout entier naturel n,
|1Zn111? = |2, |? + d3;

b. En déduire que, pour tout entier naturel n, le triangle 0A4,, A, ;1 est rectangle en A,,.

5 points

c. Construire, a la regle non graduée et au compas, le point 4s sur la figure de 'annexe 2 a rendre

avec la copie.
d. Justifier cette construction.
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MATHS

CORRECTION

EXERCICE 4 : 5 points
Candidats n’ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

On considére les nombres complexes z,, définis, pour tout entier natureln, par
V3
zo=1letz,, 1= (1 + lg)zn.

On noteA,, le point d'affixe z,, dans le repére orthonormé (0,4, V) de I'annexe 2.
L’objet de cet exercice est d'étudier la construction des points A,,.

‘. \/§_i i
la Venﬁerque1+l?—ﬁe6

Ona%eig =i3(cos(%) +isin(%)) =%(\/Z—§+%i) = 1+%i =1 +?i

On peut vérifier avec sa TI83 Premium :

1. b. En déduirez, etz, sous forme exponentielle.

E V3 32 G,
ZO=1et21=zo+1=(1+l?)zo=(1+L?)><1=1+L?=ﬁelédapresl.a.

V3 A3y 2 B 2 T2 T 4 2T 4 T
Deplusz, =z =(1 —)z =(1 —)— 6 = —e's X—e'e6 =—-p'6 =—¢'3,
e plus z, 1+1 +13 1 +L3 ﬁe \/56 ﬁe € €

. 2 4 T
Conclusion: z; = eeoetz; =ces

ﬂ

n . T
2. a. Montrer que pour tout entier natureln, z,, = (%) e'™s

.TT
Pourtoutn € N:z,,4 = (1 + l\;—g) z, donc (z,,) est une suite géométrique de raison 1 + i? = \/Z—gelg
2 )n l.nT[
e

s 2 m\" L
Donc d’apres le cours : pour toutn € N:z, = zyq" = 1 X (\/—§ els) = (ﬁ 6
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MATHS

2. b. Pour quelles valeurs den, les points 0, A, etA,, sont-ils alignés ?

0, Ay et A, alignés < (04y; 04,) =0 (m) & Arg (Zn_o

ZO—O
T
@nxgzo +kn,k€Z sn=6k, kel

Les valeurs de n pour lesquels 0, A, et A,, sont alignés sont les multiples de 6.

3. Pour tout entier natureln, on posed, = |Z,,1 — Z,|.
a. Interpréter géométriquementd,,.

D’apres le cours, d,, = |z,,,1 — Z,,| = ApA,41-

3.b. Calculerd,.

V3
d0=|Zl_ZO|=‘1+i__1‘= l

V3| V3
3 3| 3

3

Conclusion: dy = g

3. ¢. Montrer que pour tout entier natureln non nul,

V3
Zn+2 ~ Zn+1 = (1 + l?) (Zn+1 — Zn)
V3 V3 V3
vn € N* Zn+2 — Zp+1 — (1 + i?>2n+1 - (1 + L'?)Zn = (1 + l?) (Zn+1 - Zn)
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MATHS

3. d. En déduire que la suite (d,,)-¢ estgéométrique puis que pour tout entier natureln,
=5 (7
n — 3 \/§

Vn € Nd, 11 = |Zpto — Zpyql = |(1 + L?) (Zp4e1 — zn)| d’apres la question 3.c

. .3 V3 1 4 2
Ainsid, ; = |1 + l?| X |Zps1 — 2zl = ’12 + (?) X |Zps1 — z,| = /1 +5 X d, = \/;x d, = ﬁd"
. . P . 2 . V3

Donc (d,,) est une suite géométrique de raison NG et de premier terme d, = 5

r . V32 \"
D’apres le cours on peut affirmer que Vvn € N d,, = dyq" = 5 (ﬁ)

4. a. Montrer que pour tout entier natureln,

|Zp41|? = |zn]? + dF

On sait d’apres les questions précédentes queVn € N: z, = (%)n emg etd, = \/3—5 (%)n
@ e == (@) -0
pedaure pare v €N I+ = (2)' 5] + (2(3)) = () +1(5)" = O 43" -
H6)
4

2 2 n+1 2
Donc Ian + dn = (;) = |Zn+1|

Donc d’une partVn € N |z,,,|?> =

4. b. En déduire que, pour tout entier natureln, le triangle 0A, A, ., estrectangleenA,,.

Onsaitque Vn € N : |z,,1|? = |z,]?> + d2 © 04A%2,, = 0A%2 + A, A%,

< le triangle 0A,,A,,,1 est rectangle en 4,,
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4. c. Construire, a Ia régle non graduée et au compas, le point As, sur la figure de I'annexe 2 a rendre avec
la copie.

A3

A2

Al

<

4. d. Justifier cette construction.
On sait d’apres la question 4.b. on a pour tout n € N : le triangle 0A,A,, ;1 est rectangle en 4,

Ainsi le triangle OA, A5 est rectangle en A,. Ainsi Ag appartient a la perpendiculaire a (0OA,) passant par
A, tracé en rouge sur le graphique.

De plus le triangle OAsA¢ est rectangle en As, donc A; appartient au cercle de diametre [0Ag] en vert
sur le graphique.

A; est alintersection du cercle vert et de la droite rouge.

i3 TEXAS
INSTRUMENTS

Ce document est mis a disposition sous licence Creative Commons
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

