EXERCICE 3 :

MATHS

Candidats n’ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

ABCDEFGH désigne un cube de coté 1.

Le point I est le milieu du segment [BF].
Le point J est le milieu du segment [BC].
Le point K est le milieu du segment [CD].

Partie A

Dans cette partie, on ne demande aucune

justification

On admet que les droites (I]) et (CG) sont
sécantes en un point L.

Construire, sur la figure fournie en annexe et en
laissant apparents les traits de construction :

e le pointL;

5 points

e 'intersection D des plans (I/JK) et (CDH) ; e

* la section du cube par le plan (IJK). p

Partie B

L’espace est rapporté au repere (A, AB,AD, E)
1. Donner les coordonnées de A4, G, I,] et K dans ce repere.

2. a. Montrer que le vecteur AG est normal au plan (/JK).
b. En déduire une équation cartésienne du plan (I/K).

3. On désigne par M un point du segment [AG] et t le réel de 'intervalle [0; 1] tel que AM = tAG.
a. Démontrer que MI? = 3t? — 3t + Z.

J C

. : . . 111
b. Démontrer que la distance MI est minimale pour le point M (5 i E)'

4. Démontrer que pour ce point M G ; %; %)

a. M appartient au plan (IJK).
b. La droite (IM) est perpendiculaire aux droites (AG) et (BF).
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MATHS

CORRECTION

EXERCICE 3: 5 points
Partie A

On admet que les droites (I]) et (CG) sont sécantes en un pointL.

Construire, sur la figure fournie en annexe et en laissant apparents les traits de construction :
e Je pointL ;

e lintersection D des plans (IJK) et (CDH) ;

e Ja section du cube par le plan (1] K).

Dans le plan (BCG) les droites (I]) et (GC) sont | K € (CD) donc K € (CDH).

sécantes en L. D’autre part K € (IJK) donc K € (CDH) n (IJK).
Donc L € (IJK) n (CDH) Conclusion (CDH) N (IJK) = (KL).
rl : r o
j" 3 I‘ i f."h'
------------------ D e
K TK
B c B cf

Py

Les droites (KL) et (GH) sont sécantes en N.
Les droites 'I]) et (FG° sont sécantes en P.
Ainsi (FGH) n (IJK) = (PN)

13 TEXAS
INSTRUMENTS

Ce document est mis a disposition sous licence Creative Commons
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

MATHS

Partie B

1. Donner les coordonnées de A, G, 1,] etK dans ce repére.
1 1 1 1
.710.7(2 2
1;1(0;]|; etk 1l
1 1z 1o 0

0
0;G
0

On trouve : A

2. a. Montrer que le vecteur AG est normal au plan (IJK).

0
1 1

AG [1etlf]| 2 doncAG.I]:1x0+1x§+1x(—§)=0doncAGl 7.
1 _1

2
1

1 T2
AG|1etTK | 1 doncAG.Ij =1x(—3)+1x1+1x(—3)=0doncAG L IK.
1 _1

2
ﬁ et IK étant deux vecteurs non colinéaires du plan (IJK), AG est un vecteur normal du plan (IJK).

2. b. En déduire une équation cartésienne du plan (1JK).

X x—1 1
M|y e (JK) = IM L 4G < IM.AG = 0 or IM yletZEH
VA 7 — - 1

2
doncW.Zﬁ=0<=>(x—1)><1+y><1+(z—§)><1=o(=>x+y+z—§=0.

Ainsi (IJK) x+y+z—§=0

3. On désigne par M un point du segment |[AG] ett le réel de l'intervalle [0; 1] tel quem = tAG.
a. Démontrer que MI* = 3t*> — 3t + 2.

X x t x=t t
On pose M yainsim y, d’autre part tAG |t ce qui nous donne {y =t ainsi M |t.
zZ z t z=t t
1—-t
Mi| —t dov 2 24 (1 g 244241 2
DoncMI| =% d'ouMl = [(1—-1t)?+(=t) +(E_t) = [1-2t+ 2+ 2+ —t+t
-t

2

Dot MI = [3t% — 3t + 3 soit MI% = 3¢% — 3t + ]
4 4
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MATHS

3. b. Démontrer que la distance M1 est minimale pour le point M G ; % ; %)

Soit f la fonction définie sur R par f(t) = 3t? — 3t + Z. f estune fonction polyndme, elle est donc
dérivablesur Retona:vVt e R: f'(t) =6t—3.0naf'(t) =2 0= 6t—-3=>20t 2%.

, 1 : 1
f est donc décroissante sur ]—00; E] et f est croissante sur [E; +00[.

Ainsi f admet un minimumen t = %qui a pour valeur f G) =3 G)Z —3X G) +-=

» | u;

https://www.youtube.com/watch?v=YtOgcWoXzJM El

On peut vérifier ce résultat avec notre TI83 Premium CE :

graph statsf1 NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

fx) Grarhl Graprh2 Graph3

On appuie sur puis on entre 'eXpresSsion | [roiriieesierrig e
- E\Y1B3X°-3X+32
de la fonction. y
format 13 NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP N

Puis on choisit |@ZS+—EF‘IC’E rd W

Pour déterminer le minimum de la fonction on o { ----------

appuie sur
calculs 4

et on choisit ||'I'Iini|'|'IU|'l'l

—
ORMAL

FLOTT AUTOD REEL RAD MP n
ALC MINIMUM

Ya=3K2-3X+(5rY)

On se place a gauche du minimum et on appuie w
sur =

précéd

Borne 9awche ?
X=0
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MATHS

Puis on se place a droite du minimum et on
précéd

appuie sur

On laisse la valeur initiale proposée et on appuie
précéd

entrer

encore sur

Le minimum est atteint pour x = 0,5 soitt = 0,5
dans cet exercice.

1/2

ORHMAL FLOTT AUTO REEL
ALC MINIMUM
Y1=3¥2-3K+(EsY)

RAD HMP

Bornedroite ?
X=1.2121212 ¥=2.0213499
ORHAL FLOTT AUTOD REEL RAD HP

ALC MINIMUM
Y1=3¥2-3K+(EsY)

Miniruw
¥=0.4999998 ¥=0.5

. 1 . . .. . 111
Sit = > alors M 1/ 2- Conclusion : la distance M1 est minimale pour le point M (E i3 E)H

1/2

111

4. a. Démontrer que pour ce point M (— - —) M appartient au plan (1] K).

2’2’2

(IJK) : x+y+z—%=O.OnaxM+yM+zM—2

1 1 1 3
=-+-+5—5=0.Donc M € (IJK).
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MATHS

4. b. La droite (IM) est perpendiculaire aux droites (AG) et (BF).

1
1 2 —% 1
I (1)etM %doncm 1,d’autrepart26 1ainsiW.Z§=(—%)x1+%x1+0x1=0
PREE! 0 1
—_— 2——)
doncIM 1L AG.
1
IM| 1 etBF 0ainsi1M.BF=(—5)><0+5><0+0><1=OdoncIMJ_ BF.
2 1
0

Conclusion : La droite (IM) est perpendiculaire aux droites (AG) et (BF )H
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MATHS

EXERCICE 3 : 5 points
Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité

Partie A

a b

5 3
Le nombre 3a — 5b est appelé le déterminant de M. On le note det(M).

Ainsi det(M) = 3a — 5b.

: _ 1 3 —-b
1. Dans cette question on suppose que det(M) # 0 et on pose N = et (_5 a )

On considére les matrices M de la forme M = ( ) ou a et b sont des nombres entiers.

Justifier que N est'inverse de M.
2. On considere I'équation (E) : det(M) = 3.
On souhaite déterminer tous les couples d’entiers (a; b) solutions de I'équation (E).
a. Vérifier que le couple (6; 3) est une solution de (E).
b. Montrer que le couple d’entiers (a; b) est solution de (E) si et seulement si 3(a — 6) = 5(b — 3).
En déduire I'’ensemble des solutions de I'équation (E).

Partie B

1. On pose Q = (g g

2. Codage avec la matrice Q

). En utilisant la partie A, déterminer la matrice inverse de Q.

Pour coder un mot de deux lettres a I'aide de la matrice Q = (g g) on utilise la procédure ci-apres :

" X
Etape 1: On associe au mot la matrice X = (x;) ou x; est I’entier correspondant a la premiere lettre du

mot et x, I'entier correspondant a la deuxiéme lettre du mot selon le tableau de
correspondance ci-dessous :

A B C D E F G H | J K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
N 0 P Q R S T U Vv W X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Etape 2 : La matrice X est transformée en la matrice Y = (i;) telle que Y = QX.
&1
T2
euclidienne de y, par 26 et r, est le reste de la division euclidienne de y, par 26.

Etape 3 : La matrice Y est transformée en la matrice R = ( ) telle que r; est le reste de la division
. R T
Etape 4 : A la matrice R = (r;) on associe un mot de deux lettres selon le tableau de correspondance de
I'étape 1.
) _ (9 _ (66 _ (14 .
Exemple :JE— X = (4) -Y = (57) —-R= ( 5 ) —O0F. Le mot JE est codé en le mot OF.
Coder le mot DO.
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MATHS

3. Procédure de décodage

On conserve les mémes notations que pour le codage.

Lors du codage, 1a matrice X a été transformée en la matrice Y telle que Y = QX.
3x, = 3r; — 31, [26]

3x, = =51y + 61, [26]
Xy =11 — 1, [26]

Xy =711 + 215 [26]

a. Démontrer que 3X = 3Q Y puis que {

b. En remarquant que 9 X 3 = 1 [26], montrer que{

c. Décoder le mot SG.
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MATHS

CORRECTION
EXERCICE 3: 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
Partie A
a b

5 3) ot a etb sont des nombres entiers.

On considére les matrices M de la forme M = (

, _ 1 3 -b
1. Dans cette question on suppose que det(M) + 0 et on pose N = detGT) (_ 5 a )

Justifier que N est I'inverse de M.

ona(s x5 )=Gs21s Ssrrsa) =0 ” spraa)

Or det(M) = 3a — 5b donc (651 g) X detl(M) (_35 _ab) (é (1)) & MxN = ((1) (1))

Ce qui prouve que N est l'inverse de M.

2. On considere I'équation (E) : det(M) = 3.
On souhaite déterminer tous les couples d'entiers (a; b) solutions de I'équation (E).
a. Vérifier que le couple (6; 3) est une solution de (E).

det(M)=3=3a—-5b=30r3x6—-5%x3=18—-15= 3.
Donc (6; 3) est une solution de (E).

2.b. Montrer que le couple d’entiers (a; b) est solution de (E) si et seulement si 3(a — 6) = 5(b — 3).
En déduire I'ensemble des solutions de I'équation (E).

(a; b) est solutionde (E) & 3a—5b=30r3x6—-5x3=3donc3a—5h=3%x6—-5x%x3
Cequinousdonne3a—-3x6=5b—-5x3 < 3(a—6)=5(b—3)

Résolvons (E) < 3(a — 6) = 5(b — 3) donc 3 divise 5(b — 3). Or pgcd(3,5) = 1 donc d’apres le
théoreme de Gauss 3 divise b — 3.
Il existe donc k € Z tel que b — 3 = 3k. L’équation (E) devient3(a —6) =5 X 3k & a— 6 = 5k

a=6+5k

b:3+3kaveckel.

Conclusion : Les solutions de (E) sont les nombres {
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MATHS

Partie B

6 3

B. 1. On poseQ = (5 3

). En utilisant la partie A, déterminer la matrice inverse de Q.

a b
5 3

6 3

D’apres la partie A,ona M = ( 5 3

). Ainsisi(a,b) = (6,3)ona M = ( ) ce qui correspond a la

matrice Q.

T ’ S 1 3 —-by_1
On sait d’apres A.1. que N est I'inverse de M ainsi I'inverse de Q est TotD) (_5 a ) =3

1 -1
La matrice inverse de Q est (_ 5 4 )
3

https://www.youtube.com/watch?v=Y9c1KIliv4SU

NORMAL FLOTT AUTOD REEL RAD MP n

y e _ NOMS MATH
Vérifions notre calcul avec notre TI83 Premium MACA]
CE: 2:[B1]
Pour entrer une matrice, on appuie sur 3:[C1]
x1 B précéd 4:[D1]

. S:[E]
matrice . entrer

puis on choisit I’onglet Edi t puis 6:[F1]

7:[G]

8:[H]

9LI]

NORMAL FLOTT AUTOD REEL RAD MP n

MATRICELA] 2 X2
-

On entre la taille de la matrice : 2x2 puis ses
coefficients :

[AlL.1)= 6
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MATHS

x1 B NORHMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Puis pour calculer A~*on appuie sur puis MeRE MATH EDIT

précéd [F'] 2><2
on choisit [A] et on appuie sur e 2:[Bl]
pp 3:[C]
4:[D]
5:[E]
6:[F1]
FARNCH|
8:[H]
9lLI]

Enfin on entre [A] ! et la TI83 Premium CE

calcule l'inverse de la matrice A.

1 -1
Si le résultat est écrit sous forme décimale, ’ ]

angle D

appuyez sur
Ceci confirme bien les calcul précédent.

2. Codage avec la matrice Q. Coder le mot DO.

Etape 1: D est codé par 3 et O par 14. Ainsi X = (134)

¢ @-Eai-ern- @
Etape3:60 =26 X2+ 8doncr; =8.Et57 =26 X 2+ 5doncr, =5,ainsiR=(§)

Etape 4 : 8 correspond a la lettre I et 5 correspond a la lettre F.

Etape 2:Y = QX = (

Conclusion : Le mot OD est codé en IF.
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MATHS

3. Lors du codage, Ia matrice X a été transformée en la matriceY telle queY = QX.
3xy = 3ry — 31, [26]
3x2 = —51'1 + 61'2 [26]

OnaY=0X=Q'Y=00X=Q'Y=X<30Q0'Y =3X
1 -1 1 -1 Yi— Y2 _
X1 _ V1 Y1 3y1 — 3y,
3X =3 et307Y =3( s —3( s —3( s :( )
(i) et30 <—5 2 >(y2) (‘5 2 >(y2) <—;y1 + 2yz> —5y; + 6,
Ainsi 3 (2) = ( 3y1 — 3y ) - { 31 =31 -3y, { 3%, = 3y, — 3y, [26]

=5y, + 6y, 3x, = —5y; + 6y, 3x, = —=5y; + 6y, [26]

{ 3x1 = 31"1 — 37"2 [26]
3x2 = —51‘1 + 61"2 [26]

a. Démontrer que3X = 3Q~'Y puis que {

X1 =0Tq1—T; [26]

3. b. En remarquant que9 x 3 = 1 [26], monl:rerque{x2 — 71y + 21, [26]

9x3=27[26]donc9 x 3 =1][26].

3x1 = 37‘1 - 37‘2 [26] ainsi{ 9 X 3x1 = 9 X (37‘1 - 37‘2) [26]
SXZ = _5T1 + 6T2 [26] 9 X 3x2 = 9 X (—57‘1 + 67‘2) [26]
{ 1><x1=T'1—T'2 [26] X1 =071 —7Ty [26]
1x Xy = _45T1 + 547‘2 [26] ) Xo = 7r1 + 27'2 [26]

On sait que { donc

Ce qui prouve que {

3. ¢. Décoder Ie mot SG.

S correspond au nombre 18 donc r; = 18 et G correspond au nombre 6 donc r, = 6.

. . xl = T'l - TZ [26] { x1 = 18 - 6 [26] ( xl = 12 [26] {xl = 12 [26]
Ainsi {xz =7r + 21, [26] T e, =7 x 18 +2x6[26] < lx, = 138 [26] < lx, = 138 [26]
Ona138 =5x 26+ 8donc138 =8[26]ona MATH QEEE CMPLX PROB FRAC
do {xl = 12 [26] nginE

. rmax
X, = 8[26] 8:prcm(
Remarque : Le reste de la division euclidienne de 9:pacd(

EHreste(

138 par 26 peut étre obtenu avec sa TI83 A CORVINTIDR

Premium en utilisant la fonction reste, accessible

tests A NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

dans , onglet NBRE: reste(138,26)
12 correspond alalettre M et 8 correspond ala | | 8
lettre 1. (138-8),/26

Le mOt SG est décodée en MI. .....................................................
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