MATHS

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par f(x) = 1+:12(x) et soit C la courbe représentative de la

fonction f dans un repére du plan. La courbe C est donnée ci-dessous :

1. a. Etudier la limite de f en 0.
b. Que vaut

- In(x)
lim
X—+00 X
En déduire la limite de la fonction f en +.
c. En déduire les asymptotes éventuelles a la courbe C.

2. a. On note f' la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle ]0; +oo].

Démontrer que, pour tout réel x appartenant a I'intervalle ]0; +oo[, f'(x) = ~izln@)

x3
b. Résoudre sur l'intervalle ]0; +oo[ l'inéquation —1 — 2In(x) > 0.

En déduire le signe de f'(x) sur l'intervalle ]0; +o|.

c. Dresser le tableau des variations de la fonction f.

3. a. Démontrer que la courbe C a un unique point d’intersection avec I'axe des abscisses, dont on
précisera les coordonnées.

b. En déduire le signe de f(x) sur l'intervalle ]0; 4+oo|.
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4. Pour tout entier n > 1, on note I, I'aire, exprimée en unités d’aires, du domaine délimité par I'axe
. . y 2 . . 1
des abscisses, la courbe C et les droites d’équations respectives x = - etx =n.

a. Démontrerque 0 < I, < e — %
—2-In(1))

On admet que la fonction F, définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par F(x) =

de la fonction f sur I'intervalle ]0; 4oof.
_ b. Calculer I, en fonction de n.
c. Etudier la limite de I,, en +«. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

,est une primitive
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CORRIGE

1+In(x)
x2

Soit f la fonction définie sur I’'intervalle |0; +oo[ par f(x) =
1. a. Etudier la limite de f en 0.

lim In(x) = —oodonc lim(1 + In(x)) = —
x—0 x—0

lim x? = 0%
x—-0

par quotient lir% f(x) =—o0
x—

b. Que vaut
. In(x)
lim
X—>+00 X

En déduire la limite de la fonction f en +«,

. o In(x)
D'apresle coursona: lim =0
X—>+0o0 X

Or pour tout x €]0; +o[ on a f(x) = xiz +
1
lim n(x) =0

x->+0 X

In(x) 1

X X

) o In(x) 1
1 par produit lim X—=0
lim —=20 e X x donc par somme lim f(x) =0
x—>+00 X X—+00
1

lim -3 =0
X—+00 X

c. En déduire les asymptotes éventuelles a la courbe C.

D'aprés 1.a.ona lirr(l) f(x) = -
X—

On en déduit que la droite d’équation x = 0 est asymptote a C.

De plus d'aprés 1.b.on a lir_El f(x)=0
X—>+ 00
On en déduit que la droite d’équation y = 0 est asymptote a C au voisinage de +oo.
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2. a. On note f' la fonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle ]0; +oo].

Démontrer que, pour tout réel x appartenant a I’'intervalle ]0; +[, f'(x) = ~1-20nG)

x3

D’aprés le cours, la fonction In est dérivable sur ]0; +oo[, donc la fonction x — 1 + In(x) est dérivable
sur ]0; +oo].

De plus la fonction x — x? est dérivable sur ]0; +oo[ car c’est une fonction polynéme.

Par quotient, f est dérivable sur ]0; +oo|.

Ixx2—(1+In(x))x2 2 _1-
Et on a pour tOUt x € ]0; +OO[ fl(x) — X x nx x — xX—=2x 2xln(x) — 1 21n(x)

(x2)2 x4 x3

b. Résoudre sur l'intervalle ]0; +[ I'inéquation —1 — 2 In(x) > 0.
En déduire le signe de f'(x) sur I'intervalle ]0; +o|.

1 1
—1—21n(x)>0(:)21n(x)<—1<:>1n(x)<—§(:)x<e_2

—-1-21In(x)
x3 ’

On sait que pour tout x € ]0; +oo[ f'(x) = étant donné que x > 0 alors x3 > 0, donc f'(x)

1 1
est du signe de —1 — 21In(x), ainsi f'(x) >0 & x € ]O;e_E[ etf'x)<0e xe€ ]e’E; +oo[

c. Dresser le tableau des variations de la fonction f.

X 0 e_% +oo
f'(x) - | —
1 o]
Eé
e / \
—o0 0
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3. a. Démontrer que la courbe C a un unique point d’intersection avec I’axe des abscisses,
dont on précisera les coordonnées.

X y=fX) y=fXx)
M yeCn (0x)@{x€]0;+00[(:> x € ]0; +oof
y=0 f(x)=0

1+:12(x) =0o 1+In(x) =0 In(x) = —1 © e = e~ ! qui est positif strict.

Résolvons donc f(x) =0 &
-1
Conclusion : Cn (0x) admet un unique point d’intersection qui a pour coordonnées |°©
b. En déduire le signe de f(x) sur l'intervalle ]0; +oo|.

En reprenant le tableau de variation et le résultat du 3.b. on a:

X 0 e e_% 400
f'(x) + I -
Ee
£ / \
—0 0

4. Pour tout entier n > 1, on note I,, I'aire, exprimée en unités d’aires, du domaine délimité par
. . . . . 1
I’axe des abscisses, la courbe C et les droites d’équations respectives x = - etx =n.

, 1
a. Démontrerque 0 <I, <e — >

2
Ona: I, =ff(x)dx

1

e
Or d’aprés le tableau de variation : pour tout x € E 2] 0<f(x) < %e donc

2

0<ff(x)dx<1ex<2—1)<:>0<l <e—1
B, =2 e == 2

e

On admet que la fonction F, définie sur Pintervalle ]0; +oo[ par F(x) = ——2&)

,est une primitive
de la fonction f sur I'intervalle ]0; +oo|.
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b. Calculer I,, en fonction de n.

n 1
= .!f(x)dx=F(n)—F(%) 2o 2l _2ohe 2 2ohw

e e

—2-=In(n)

Conclusion : I, = ~

c. Etudier la limite de I,, en +. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

2
lir_{l ——=0
n—-+oo n . _
In(n) o par somme n]_l)rzloo I,=0
= 0 d'apres le cours

lim —
n—-+oo n
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