MATHS

Soit la suite numérique (u,,) définie sur 'ensemble des entiers naturels N par
ug=2etpourtoutn e N:u,, 4 = %un + 3x0,5™.

1. a. Recopier et, a l'aide de la calculatrice, compléter le tableau des valeurs de la suite (u,,)
approchées a 1072 prés :

[
(8]
~]
oo

n 0 1 2 3 4
Uy 2

b. D’aprés ce tableau, énoncer une conjecture sur le sens de variation de la suite (u,).

. . . 15
2. a. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n non nul on a u,, > TXO,S".

b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, u,,; —u, < 0.
c. Démontrer que la suite (u,) est convergente.

3. On se propose, dans cette question de déterminer la limite de la suite (u,,).
Soit (v,,) la suite définie sur N par v,, = u,, — 10x0,5".
a. Démontrer que la suite (v,,) est une suite géométrique de raison % On précisera le premier

terme de la suite (v,,).

n
b. En déduire, que pour tout entier naturel n, u,, = —8x e) + 10x0,5™.

c. Déterminer la limite de la suite (u,).

4. Recopier et compléter les lignes (1), (2) et (3) de Entrée : n et u sont des nombres
I'algorithme suivant, afin qu’il affiche la plus petite Initialisation : n prend la valeur 0
valeur de n telle que u, < 0,01. u prend la valeur 2

Traitement : Tantque ...................

(1)

n prend la valeur

Fin Tant que
Sortie : Afficher n
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CORRIGE

Soit la suite numérique (u,) définie sur 'ensemble des entiers naturels N par
ug=2etpourtoutn e N:u,, 4 = %un + 3x0,5™.

1. a. Recopier et, a 'aide de la calculatrice, compléter le tableau des valeurs de la suite (u,)
approchées a 1072 prés :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Ly 2
Entrons I'expression de la suite dans notre DRMA 1 AUTO R RAD MPF i
calculatrice : On commence par modifier les réglages
- CLASSINQ
DRMA SCI ING
mode 0
en appuyant sur puis modifié afin d’étre en RA : A :' DE2R1E2 =4SSR FE3
mode suite. FONCTION PARAMETRIQ POLAIRE
3%] POINT-EPAIS FIN POINT- FIN
JIATFETINNE SIMUL
- A sk neaNfas Y

. , . . : flx)
Entrons maintenant I'expression de la suite. Pour cela on appuie sur

L’expression qu’attend la calculatrice est u,, en fonction de u,,_; ainsi nous allons transformer la relation
donnée dans I'énoncée :

On sait que uy = 2 et pourtoutn € N : u, 4 = %un + 3%0,5™" donc u,, = iun_l + 3x0,5"°1

nMin représente le premier indice de la suite. Ici c’est
0 (dans la définition de la suite uy = 2) Grashs Grashd
nMin=0
~u(n)B3uln-1)+3x0.5""*
u(nMin)B2
iwvind)=
v{nMin)=
wind=
w(nMin)=

u(nMin) correspond ici a uy c’est la valeur du premier
terme de la suite soit 2 dans notre exercice.
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n est obtenu en appuyant sur la touche

est obtenu en appuyant sur m 7

XT8.n

Pour afficher la tableau de valeurs on appuie sur

table 5

9P On obtient I'écran suivant :

On recopie les valeur en arrondissant & 1072 prés comme demandé :

NORMAL FLOTT AU

0 REEL RAD MP i
b1

APP SUR + POUR &

I 0 00 N O U LW s L

e

uCn)

it =
o,

59375
.34375
19531
.10938
06055

-
1}
Q

n 0

1

2

3

4

6

7

8

U, 2

4

3,5

2,5

1,63

=1

0,59

0,34

0,20

b. D’aprés ce tableau, énoncer une conjecture sur le sens de variation de la suite (u,,).

La suite (u,) semble décroissante.

. . . 15
2. a. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n non nulonau, > Txo, 5.

. 15
Montrons par récurrence surn € N que u,, > TXO,S” :

Initialisation

Montrons que la proposition est vraie au rang O :

x0,50 = —x1 =— or ug = 2 on a donc bien uy = —><0 59. La proposition est donc vraie au rang 0.

Hérédité : Supposons que la proposition soit vraie au rang n € N et montrons qu’elle est vraie au

rangn+1:
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’ 2 ) 2 z 15
D’aprés I'hypothése de récurrence, on a u,, = " x0,5™

1 15 ny 1

iun = " x0,5 ><35

SUn + 3x0,5™ > " x0,5™ + 3%x0,5™

Ups1 = G + 3) x0,5™ car par définition u,,,, = %un + 3x0,5™

15 15
Uns1 = - X0,5m or 0,5™ > 0,5™*1 donc up4q = " x0,5"+1

La proposition est bien vraie au rang n + 1.

. . 15
Conclusion : Ceci prouve que pour toutn € Nonau, > TxO,S" :

b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, u,,,; —u, < 0.

Pourtoutn e Nu,, 1 —u, = %un +3%x0,5" —u, = —gun + 3%0,5™

15 15
Oru, = TXO,S" donc —u, < ——x0,5™"

4

4 4 15
—-u, < —-x—x0,5"
5 5 4

—gun +3%0,5" < —gxlfxo,Sn +3%0,5"
Upp1 — Uy < —3X%0,5™ 4+ 3%0,5™
Up1 —Up <0

Ce qui prouve que (u,) est décroissante.

c. Démontrer que la suite (u,,) est convergente.

On sait d’aprés la question 2.a que pourtoutn € N u, > 17t5><0,5" or 175><0,5” > 0 donc u, = 0.
La suite (u,,) est minorée par 0, de plus elle est décroissante d’aprés la question 2.b. donc
d’aprés la théoréme de convergence monotone, la suite (u,,) converge.

3. On se propose, dans cette question de déterminer la limite de la suite (u,,).
Soit (v,,) la suite définie sur N par v,, = u,, — 10x0,5™.

TEXAS

a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison e On précisera le
premier terme de la suite (v,,).

Pourtoutn € N : v,,1 = up4q — 10x0,5™%1 or par définition de la suite (u,,) on a u,.; = %un +
3x0,5™

Ce qui nous donne : v, = %un +3%0,5" — 10x0,5™1 = %un + 0,5"(3 — 10x%0,5)

Ainsi vy, = %un — 2%0,5" = %(un — 2%5%0,5™) = g(un —10%0,5™) = %vn.

Ce qui prouve que la suite (v,,) est géométrique de raison 5 et de premier terme vy = ugy —
10x0,5° = —8.
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n
b. En déduire, que pour tout entier naturel n, u,, = —8x (%) +10x0,5".

. . . I 1\ 1\
(vy,) est une suite géométrique, ainsi pour toutn € N v, = vyX (g) = -8 (g)

1n\" N 1\
Or v, = uy, — 10x0,5™ donc —8 (1) = u,, — 10x0,5" d'ot u, = —8(3)  + 10x0,5™.
c. Déterminer la limite de la suite (u,,).

D’aprés le cours, si —1 < q < 1 alors
lim ¢g" =0
n—+oo
On en déduit donc que
1 n
lim (—) =0et lim 0,5"=0
n-+oo \5 n—+oo

Ce qui prouve que
lim u, =0

n—-+o
4. Recopier et compléter les lignes (1), (2) et (3) de Entrée : n et u sont des nombres
I'algorithme suivant, afin qu’il affiche la plus Initialisation : n prend la valeur O
petite valeur de n telle que u, < 0,01. u prend la valeur 2

Traitement : Tant que u > 0,01
n prend la valeur n + 1

u prend la valeur %u + 3x0,5™

Fin Tant que
Sortie : Afficher n

Entrons ce programme sa notre TI-83 Premium CE NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

EXEC EDIT [Mel04=:IV]
HlCréer

afin de vérifier qu’il fonctionne :

Pour écrire le programme, on appuie sur —

on choisit 'onglet NOUVEAU.

, puis

Et on entre le nom du programme, ici on a NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n
choisit SUITE.

PROGRAMME
Nom=SUITE
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Puis on entre le programme :

Pour I'exécuter on doit sortir tout d’abord de I'éditeur

quitter

de programme en appuyant sur mode puis,

pour exécuter le programme on appuie sur - )

dans I'onglet EXEC on sélectionne le nom de
son programme :

On obtient le résultat suivant :

On peut vérifier en calculant ug et uy :

Conclusion : 10 est la plus petite valeur de n telle
que u, < 0,01.
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NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

PROGRAM:SUITE
:0>N

12U

‘While U>0.01
:N+1->N
:1/5xU+3%x0.5”N>U
‘End

:Disp N

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP H

EDIT NOUVERU
FHSUITE

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP l]

PproamSUITE




