MATHS

On désigne par (E) I'équation z* + 422 + 16 = 0 d’'inconnue complexe z.

l

1. Résoudre dans C I’équation Z? + 4Z + 16 = 0.

Ecrire les solutions de cette équation sous une forme exponentielle.

2. On désigne par a le nombre complexe dont le module est égal a 2 et dont un argument
est égal a g

Calculer a? sous forme algébrique.

En déduire les solutions dans € de I'’équation z? = —2 + 2iv/3. On écrira les solutions sous

forme algébrique.

3. Restitution organisée de connaissances

On suppose connu le fait que pour tout nombre complexe z = x + iy ou x € R et y € R, le conjugué
de z est le nombre complexe z défini par z = x — iy..

Démontrer que :

— Pour tous nombres complexes z; et z,, 7z;7; = 71. Z;.

— Pour tout nombre complexe z et tout entier naturel non nul n, z"* = (2)".

4. Démontrer que si z est une solution de I’équation (E) alors son conjugué z est également
une solution de (E).

En déduire les solutions dans C de I'équation (E). On admettra que (E) admet au plus

quatre solutions.
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CORRIGE

1. Résoudre dans C I'équation Z% + 4Z + 16 = 0.
Ecrire les solutions de cette équation sous une forme exponentielle.

On est en présence d’'une équation du second degré a coefficients réels.
Calculons donc A = 42 — 4x1x16 = —48. Ainsi A < 0 il existe donc deux solutions
complexes conjuguées :

—4-iVa8 _

7= =—-2-2iV3o0uZ= =—-2+42iV3

Conclusion : § = {2 — 2iV/3; -2 + 2iV3}

—4+ivV48

Ecrivons ces solutions sous forme exponentielle :
2
|~2— 23] = (-2 + (-243)" = VAFTZ = VT6 = 4

2T
ainsi —2 — 2iv3 = 4 (-1 - l?) = 4e7F

2T
Et donc en utilisant la propriété du conjugué : —2 + 2iv/3 = 4e's

2T 2T
Conclusion : § = {4e"?; 4e‘?}

Pour avoir accés a la résolution de systeme, on NORMAL FLOTT AUTO a+bi DEGRE MP n
S PLYSMLT2 APP
appuie sur résel puis on choisit EAP1YSM1t2 et RRCNS 6 POYO
FBSOLVEUR SYST D'£QUATIONS et on REEL er(81)
sélectionne une équation et une inconnue : a0ify DeC
g IOELEM  SCI  ING
Mol 91234567889

F
RADIAN  [MX¢fii

[MENU] [AIDE ISUIV.]

i3 TEXAS
INSTRUMENTS



MATHS

table 5

Puis on appuis sur graphe

coefficients de I'’équation :

Enfin pour résoudre ce systéme on appuie

table 5

sur ™™™ (RESOL):

On peut aussi obtenir les solutions sous
forme exponentielle :
On retourne a la fenétre de paramétrage en

appuyant sur ™" (MODE) :
On sélectionne la notation re? ainsi que le
mode RADIAN.
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(SUIV.) pour entrer les

NORMAL FLOTT AUTO a+bi DEGRE MP n
PLYSHLTZ APP

1x2+ 4x+HEE3=0

c=16

[MENU I MODE IARNNULICHARGIRESOLI

NORMAL FLOTT AUTO a+bi DEGRE MP n
PLYSHLTZ APP

1x2+ 4x+ 16=0

x18-2+2[31i
x2=-2=-2[31

[MENUTMODE ICOEFFI STO I« 1

NORMAL FLOTT AUTO re”(8i) RAD MP n
PLYSMLTZ APP

MODE RACINES D'UN POLYNGME
DEGRE 1HB345678910
REEL a+bi

DEC

SCI ING
123456789
DEGRE

O|NZ|D

[MENUI [AIDE ISUIV.]
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ORMAL FLOTT DEC re”(8i) RAD MP n
PLYSHMLTZ APP

1x2+ 4x+ 16=0

x1 E4ez.osqass1ou

x 2=4e'2.09'13951821.

[MENUTMODE ICOEFFI STO I« 1

On peut vérifier que I'expression décimale de

'argument est le méme que le nétre : 2n/3

l

2.094395102

2. On désigne par a le nombre complexe dont le module est égal a 2 et dont un argument
est égal a g
Calculer a? sous forme algébrique.

En déduire les solutions dans € de I’équation zZ = —2 + 2iv/3. On écrira les solutions sous
forme algébrique.

On sait que |a| = 2 et Arg(a) = % (2m) donc d’aprés le cours a = 2e%s
L2TC

T\ 2
Ainsi a? = (Ze?) = 4e's = —2 + 2i/3 d’aprés les résultats de la questions 1.

Résolvons maintenant z2 = —2 + 2iV3 :
z2=-24+2iV3ez’=ad*e (z-a)(z+a)=0ez=aouz=—a.

®Z=Zeig=2<cos(§)+isin<§))=2(§+i§)=1+i\/§0uz=—1—i\/§

Conclusion : § = {1 + iv/3; -1 — i3}
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3. Restitution organisée de connaissances

On suppose connu le fait que pour tout nombre complexe z = x + iy ou x € R et y € R, le conjugué
de z est le nombre complexe z défini par z = x — iy..

Démontrer que :

— Pour tous nombres complexes z; et z,, 7,7, = 71. Z;.

— Pour tout nombre complexe z et tout entier naturel non nul n, z"* = (2)".

On pose z; = x4 + iy, avec x; et y; des réels ainsi que z, = x, + iy, avec x, et y, des réels.
On a donc d'une part L 212y = (x1 + iy1)(x2 + lyz) = X1X2 —Y1)Y2 + i(x1y2 + XZyl)
Ce qU| nous donne Z1Zy = X1Xp — V1Y2 — i(x1y2 + nyl)

D’autre part: z7. 2, = (x1 + 1y1). (x3 + 1y2) = (x1 — iy1). (%3 — iy,)
= X1X3 — Y1Y2 — LYz + X2)1)

Ce qui prouve que z;z; = 7;.Z5.
Montrons par récurrence sur n € N* que z" = (2)" :

Initialisation : Montrons que la proposition est vraie au rang 1 :

Onapourtoutze C: z1 =z = (2)'.
La proposition est donc vraie au rang 1.

Hérédité : Supposons que la proposition soit vraie pour un certain rang n € N* et montrons qu’elle est
vraieaurangn+1:

z"1 = zxz = z"xZ d’aprés la propriété précédente (on a pris z; = z" et z, = z)

Or d’apres I'hypothése de récurrence z™ = (2)™ ainsi z"xz = (2)"xz = (2)"*!

Ce qui prouve que z"t1 = (2)"*1. La proposition est bien vraie au rang n + 1.

Conclusion : Ceci prouve que pour toutn € N* ona z" = (2)":
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4. Démontrer que si z est une solution de I’équation (E) alors son conjugué z est également
une solution de (E).

En déduire les solutions dans C de I’équation (E). On admettra que (E) admet au plus
quatre solutions.

Supposons que z soit une s_olutiﬂde (E) alors z* + 4z%2 + 16 = 0.
Ainsiz¥+4z2+16 =0 z*+ 422 +16 =0 © z* + 422 + 16 = 0 d’apreés 3.

Ce qui prouve que z est bien une solution de (E).

Résolvons maintenant z* + 4z2 + 16 = 0 :

On pose Z = z2 I'équation devient Z? + 4Z + 16 = 0 dont on connait les solutions d’aprés 1. :
Z=-2-2iV3ouZ=-2+2iV3

soit z2 = =2 — 2iv3ou z2 = =2 4 2iV/3

D’autre part d’aprés la question 2. z2 = -2+ 2ivV3 e z=1+iV3ouz=—-1—iV3
Cela nous donne donc 2 solutions de (E) : 1 +iv3 ; —1 — i+/3 or on vient de voir que si z est solution

de (E) alors z aussi, ce qui nous donne 2 autres solutions : 1+ 13 ; =1 — /3 soit 1 — i3 ; —1 + iV3.
On vient de trouver 4 solutions de (E) qui n’en admet qu’au plus 4 d’aprés I'énoncé.

Conclusion : § = {1+ iV3; -1 —iV3;1 - iV3; -1 + iV3}
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