MATHS

EXERCICE 2 6 points
Commun a tous les candidats
Un particulier veut faire fabriquer un
récupérateur d'eau.
Ce récupérateur d'eau est une cuve qui
doit respecter le cahier des charges
suivant:
¢ elle doit étre située a deux metres de sa
maison;
¢ la profondeur maximale doit étre de deux
metres;
¢ elle doit mesurer cinq metres de long;
¢ elle doit épouser la pente naturelle du
terrain.
Cette cuve est schématisée ci-contre.

La partie incurvée est modélisée par la courbe Cr de la fonction f sur I'intervalle [2; 2e] définie par :

x
flx) = xln(i) —x+2
La courbe Cy est représentée ci-dessous dans un repere orthonormé d'unité 1 m et constitue une vue de

profil de la cuve.
On considere les points A(2; 2), I1(2; 0) et B(Z2e; 2).

Partie A
L'objectif de cette partie est d'évaluer le volume de la cuve.

1. Justifier que les points B et I appartiennent a la courbe (s et que 1'axe des abscisses est tangent a la
courbe Cr au point /.
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2.0On note T la tangente a la courbe Cf au point B, et D le point d'intersection de la droite T avec I'axe des
abscisses.
a) Déterminer une équation de la droite T et en déduire les coordonnées de D.
b) On appelle S I'aire du domaine délimité par la courbe Cf les droites d'équations y = 2, x = 2 et

x =2e. S peut étre encadrée par l'aire du triangle ABI et celle du trapeze AIDB.
Quel encadrement du volume de la cuve peut-on en déduire?

2 2
3. a) Montrer que, sur l'intervalle [2;2e], la fonction G définie par G(x) = x?ln (g) —x: est une
primitive de la fonction g définie par g(x) = xIn (JZ—C)

b) En déduire une primitive F de la fonction f sur l'intervalle [2; Ze].
c) Déterminer la valeur exacte de l'aire S et en déduire une valeur approchée du volume V de la cuve

aum3 pres.

Partie B

. . 3
Pour tout réel x compris entre 2 et 2e, on note T
v(x) le volume d'eau, exprimé en m3, se
trouvant dans la cuve lorsque la hauteur d'eau 9
dans la cuve est égale a f(x). i
On admet que, pour tout réel x de l'intervalle fx)e-
[2; 2e], 1]

v(x) = 5<xz—21n(§)—2xln(;)—§+2x—3> ]

1. Quel volume d'eau, au m3 pres, y a-t-il dans la cuve lorsque la hauteur d'eau dans la cuve est de un
metre?

2. On rappelle que V est le volume total de la cuve, f est la fonction définie en début d'exercice et v la
fonction définie dans la partie B.

Variables: aestunréel
b est un réel
Traitement: a prend la valeur 2
b prend la valeur 2e
Tant que v(b) — v(a) > 1073 faire:

a+b
On consideére l'algorithme ci-contre. c prend la valeur —=
Interpréter le résultat que cet Siv(c) < g, alors:

algorithme permet d'afficher. | a prend la valeur ¢

Sinon
| b prend la valeur c
Fin Si
Fin Tant que
Sortie: Afficher f(c)
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MATHS

CORRECTION

EXERCICE 2 6 points
Partie A

1. Justifier que les points B et 1 appartiennent a la courbe Cy et que l'axe des abscisses est tangent a la
courbe Cy au point 1.

Onaf(xB)=f(2e)=Zeln(22—e)—26+2=Zelne—Ze+2=Zex1—2e+2=2=y3,doncBECf.
D’autre part f(x;) = £(2) =21n(§)—2+2 =2In1=2x0=0=y,donclE€ C,.

Pour montrer que I'axe des abscisses est tangent a la courbe Cr au point I d’abscisse 2, on va montrer
que f'(2) = 0. Montrons tout d’abord que f est dérivable sur [2; 2e] :

La fonction x = g est dérivable sur [2; 2e] car c’est une fonction polyndéme, de plus elle est positive
stricte, donc la fonction x ~ In (g) est dérivable sur [2; 2e].

Par produit, la fonction x = x In (;—C) est dérivable sur [2; 2e].

Or la fonction x = —x + 2 est dérivable sur [2; 2¢] car c’est une fonction polynéme donc par somme, f

est dérivable sur [2; 2e] etona:
1
' — X 2 _ 1= X 12 12 X
VxE[Z;Ze]f(x)—lxln(2)+x><% 1—1n(2)+x><2><x 1—1n<2)

Orf'(2) =1In @) = In 1. Donc f'(2) = 0, ce qui prouve bien que I'axe des abscisses est tangent a la

courbe Cy au point I.

2. a) Déterminer une équation de la droiteT et en déduire les coordonnées de D.

D’apreés le cours, I'équation de T est de la forme y = f'(xg)(x — x5) + f(xp)
ey =f'(2e)(x — 2e) + f(2e)

Calculons f'(2e) = In (Zz—e) =Ine =1letf(2e) =2 (vudans 1.)

AinsiT:y=1X(x—2e)+2etdoncT:y =x—2e+ 2

D estla pointde T qui a pour ordonnée 0 ainsi 0 = xp — 2e + 2 & xp = 2e — 2. Donc D(2e — 2;0)
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2. b) OnappelleS laire du domaine délimité par la courbe C les droites d'équationsy = 2,x = 2 etx =

2e. S peut étre encadrée par laire du triangle ABI et celle du trapéze AIDB.
Quel encadrement du volume de la cuve peut-on en déduire?

Le triangle ABI est rectangle en A4, son aire est donc 4; = % X Al X AB = § X2 X (2e —2)

Ainsi A; = 2e — 2 cm?

ID+AB _ 2 % (2e-4)+(2e-2) do

L’aire du trapéze ABDI est A, = Al X 14, = 4e — 6 cm?

On obtient'encadrement:2e —2 <SS <4e—6
La cuve faisant 5m de profondeur, on obtient I'’encadrement de son volume V :

5(2e —2) <V <5(4e — 6) < 10e — 10 < V < 20e — 24

2 2
3. a) Montrer que, surl'intervalle|2; 2e], la fonction G définie parG(x) = x; In (’Z—C) — xI est une primitive

de la fonction g définie par g(x) = xIn (’Z—C)

2
La fonction x = x; est dérivable sur [2; 2¢e] car c’est une fonction polynome. On a déja vu que la fonction
x ~In (;—C) est dérivable sur [2; 2e].

2
Par produit, la fonction x - x?ln g) est dérivable sur [2; 2e].
[

Par somme, G est dérivable sur [2; 2e] etona:
1

. 1) = 2% XN X g 2 EA DTSV SOS S XL x_x

VxE[Z,Ze]G(x)—len(2)+2x§ 4—xln(2)+2x2xx 2—xln(z)+2 >

soit G'(x) = xIn G), ce qui prouve que G est bien une primitive de g sur [2; 2e].

3 b) Endéduire une primitive F de la fonction f surl'intervalle [2; 2e].

2
Pour tout x € [2;2e]ona f(x) = g(x) —x + 2 donc F(x) = G(x) —x?+ 2x + C,on prendra C = 0 ce
x? x

2 2
qui nous donne : F(x) = x?ln (g) -5 -5t

x2 x 3x2 i s
Vx € [2;2e] F(x) = - In (E) — =+ 2x est une primitive de f sur [2; 2e].
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MATHS

3 ¢) Déterminer la valeur exacte de l'aire S et en déduire une valeur approchée du volumeV de la cuve
aum? pres.

Déterminons l'aire du la partie du plan délimitée par les droites d’équations x = 2 et x = 2¢, 'axe des
abscisses et Cr, que nous avons représenté en orange ci-dessous :

A B

0 1

Cette aire vaut
2e
A= f f(x)dx = F(2e) — F(2)
2

+2x2e=2e%lne —3e?+4e = 2e? —3e?+ 4e = —e? + 4e

2 2
or F(2e) = 22 1n (Ze) _ ze)

2 4
2 2
F@=2m()-* +2x2=2x0-3+4=1

AinsiA = F(2e) —F(2) = —e? 4+ 4e—1

OnendéduitqueS =AI XAB—A=22e—-2)—A=4e—4+e?—4e+1
Donc S = e? — 3 m? etainsiV = 5S soitV = 5e? — 15 m3 =~ 22m?
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Partie B

Pour tout réel x compris entre 2 et 2e, on note
v(x) le volume d'eau, exprimé en m3, se
trouvant dans la cuve lorsque la hauteur d'eau
dans la cuve est égale a f(x).

On admet que, pour tout réel x de l'intervalle

[2; 2e],

v(x) =5 (x;ln (;) —2x1n (g) —2—2+ 2x — 3)

0

1 2 3 4 5

1. Quelvolume d'eau, aum? prés, y a-t-il dans Ia cuve lorsque la hauteur d'eau dans la cuve est de un métre?

Lorsque le niveau de l'eau atteint 1m alors

fG) =1 1, ;
Recherchons a € [2; 2e] tel que f(a) = 1: - ¢
On sait d’apres la question A.1. que f est dérivable f'(x) +
sur [2 ; Ze] et que pour tout x € [2 ; Ze]
’ x 2
f'(x) =In (E) fx) , /
Or x = 2 donc g > 1 et donc In (g) > 0 d’apres le

cours. On obtient le tableau de variation suivant :

D’apres le tableau de variation, f est strictement croissante et continue sur [2; 2e] a valeur dans [0; 2].
Or 1 € [0; 2] donc d’apres le théoreme de la bijection, appelé aussi corollaire du théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe un unique a € [2; 2e] tel que f(a) = 1.

Recherchons la valeur de a a I'aide de notre TI83 Premium CE a l'aide de 'application Résoudre :

apps F

résol

On appuis sur et on choisit Résoudre:
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On entre dans E1 le membre de gauche de
I'équation :
xIn (E) —x+2
2
Puis E2, le membre de droite on entre 1 :
On valide en appuyant sur [ 0K 1

Il faut entrer les bornes qui correspondent a
I’ensemble de définition de la fonction :

Puis on entre la valeur initiale (il y a un solution
unique donc on entre n'importe quelle valeur de
I'intervalle [2; 2e], ici on a choisit 2)

Puis on appuie sur RESOLl pour obtenir la
solution :

On obtient ainsi @ = 4, 311. Il faut maintenant calculer v(a) :
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NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n
ENTREZ E1=E2

RESOLUTION D'EQUATION

E1:|X=x1n(2])-x+2

E2:

[ OK 1
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD HMP n
SELECT YARIABLE. APP SUR RESOL

xx1ln(£])-x+2=1

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n
SELECT YARIABLE. APP SUR RESOL

Xx1n( % ])-x+2=1

(x=2
borne={2,5.4365636569182

RESOL

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n
LASOLUTION EST MARQUEE =

xx1n(%])-x+2=1

" x=4.3110704070008
borne={2,5.436563656918}
"E1-E2=0

RESOL
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On quitte I'application en appuyant sur

quitter

et on entre la fonction v dans
graph statsfi

f(x)
I'éditeur de fonctions en appuyant sur -

On quitte I'éditeur de fonctions en appuyant sur

quitter

. On peut vérifier que X est

enregistré en mémoire en appuyant sur X :

Calculons v(x) :

Pour récupérer Y; correspondant a notre fonction
distrib

on appuie sur puis on sélectionne 'onglet
VAR Y:puis Fonction.

On choisit la fonction dans laquelle nous avons
entré 'expression de f(x), iciY; :

On entre enfin Y; (X) qui correspond a v(a) :

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Grarhl Grarh2 Groaprh3

.......... Tt s S
I\Y18 ¢ )-2x1n( £ ])-%+2%-3]n
B AT
E\Y3=
EN\Y4q=
EN\Ys=
\Ye=
E\Y?=
X
4.311070407

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

VARIABLES COULEUR
MlFonction..
2:Paramétrique..
3:Polaire..

4:Aff/NAFF..
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP N
FONCTION
11: R
2:Yz
X
.............................. 4.311070407
Y1(X)
7 .45398435

Ainsi lorsque le niveau de I'eau est de 1m le volume de I'eau est de 7m? environ.

13 TEXAS
INSTRUMENTS

Ce document est mis a disposition sous licence Creative Commons
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

MATHS

2. On rappelle que V est le volume total de Ia cuve, f est la fonction définie en début d'exercice et v la
fonction définie dans la partie B.

Variables: aestunréel
b est un réel
Traitement : a prend la valeur 2
b prend la valeur 2e
Tant que v(b) — v(a) > 1073 faire:

a+b
On considére I'algorithme ci-contre. c prend la valeur —=
Interpréter le résultat que cet Siv(c) < g alors:

algorithme permet d afficher. | a prend la valeur ¢

Sinon
| b prend la valeur ¢
Fin Si
Fin Tant que
Sortie: Afficher f(c)

On reconnait un algorithme de type « dichotomie » qui s’arréte lorsqu’il a trouvé des valeurs de a et b
tels que v(a) < g < v(b) avec v(b) — v(a) < 1073,

La derniere valeur calculée de c est donc une valeur approché telle que v(c) = % 21073 prés.

Puis 'algorithme affiche f(c) qui correspond au niveau de I'’eau pour laquelle la cuve en remplie a moitié.
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