MATHS

EXERCICE 4 : 5 points
Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité

On dispose de deux urnes U et V contenant chacune deux boules. Au départ, I'urne U contient deux
boules blanches et I'urne V contient deux boules noires.

On effectue des tirages successifs dans ces urnes de la fagon suivante : chaque tirage consiste a prendre
au hasard, de maniere simultanée, une boule dans chaque urne et a la mettre dans l'autre urne.

Pour tout entier naturel n non nul, on note X,, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches
que contient I'urne U a la fin du n-iéme tirage.

1. a) Traduire par une phrase la probabilité Py _,(X;.; = 1) puis déterminer les probabilités
conditionnelles suivantes :
Py —o(Xn41 = 1), Py -1 (Xpy1 =D etPy ,(Xpyy = 1)
b) Exprimer P(X,;; = 1) en fonction de P(X,, = 0),P(X,, = 1) et P(X,, = 2).
2. Pour tout entier naturel n non nul, on note R,, la matrice ligne définie par :
Ry=PX,=0) PX,=1) PX,=2)

et on considére M la matrice

ORIrO
el A
OnIlr O

On note R, la matrice ligne (0 0 1).

On admettra par la suite que, pour tout entier naturel n,, R,,;; = R, X M.

Déterminer R, et justifier que, pour tout entier naturel n, R,, = Ry, X M™.
3. Onadmetque M = P X D x P~ avec:

(2 3 1 1 -2 1
P=-l-1 0 1)|D= etP =1 0 -1
2 -3 1 1 4 1

Etablir que, pour tout entier naturel n, M® = P X D™ x P~1,

O ONIRr
oo O
- o O

(—lyl 0 0
On admettra que, pour tout entier naturel n, D™ = 02 0 0
0 0 1
4. a) Calculer D™ x P! en fonction de n.
b) Sachant que R,P = (é —% %), déterminer les coefficients de R,, en fonction de n.

5. Déterminer
lim P(X,, =0), lim P(X,=1) et lim P(X, =2)
n-+oo n—-+oo n—-+oo

Interpréter ces résultats.
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MATHS

CORRECTION
EXERCICE 4 : 5 points
Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité

1. a) Traduire par une phrase la probabilité Px _o(X,.1 = 1) puis déterminer les probabilités

conditionnelles suivantes :
Px,—0(Xn41 =1), Px,-1(Xpn41 = 1) €tPx,2(Xpy1 = 1)

Py —o(Xn4+1 = 1) estla probabilité qu'il y ait 1 boule blanche dans I'urne U au n + 1-iéme tirage sachant
qu’il y a aucun boule blanche dans I'urne U au n-iéeme tirage.

C I O O O @ O @
U v U \%

Etat des urnes au tirage n. Etat des urnes au tirage n + 1.

Siiln'y a que des boules noires dans 'urne U au tirage n, alors au tirage suivant, étant donné qu’on
prend une boule de U et de V et qu’on les échange, il y aura forcément 1 boule blanche dans chaque
urne.

Conclusion: Py (X, =1) =1

Py —>(Xp41 = 1) estla probabilité qu'il y ait 1 boule blanche dans I'urne U au n + 1-iéme tirage sachant
qu’il y a 2 boules blanches dans I'urne U au n-iéme tirage.

O O ® O O @ ©C @
U \Y% U \Y

Etat des urnes au tirage n. Etat des urnes au tirage n + 1.

Siil n’y a que des boules noires dans I'urne U au tirage n, alors au tirage suivant, étant donné qu’on
prend une boule de U et de V et qu’on les échange, il y aura forcément 1 boule blanche dans chaque
urne.

Conclusion: Py _,(X,;; =1) =1
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MATHS

Py —1(Xyn4+1 = 1) estla probabilité qu’il y ait 1 boule blanche dans I'urne U au n + 1-iéme tirage sachant
qu’il y a 1 boule blanche dans I'urne U au n-iéme tirage.

Casn°1
On prend une boule blanche de U

O © O © et une boule blanche de V
Cas n°2

U V On prend une boule noire de U
et une boule noire de V

Etat des urnes au tirage n.

O @ O @
U Vv

Etat des urnes au tirage n + 1.

er 1 1
Dans les autres cas nous n’avons pas une seule boule dans U. Chaque cas a une probabilité de= x = =
272

1 1
DonC PXn=1(XTL+1 = 1) = Z + Z

1
4

Conclusion : Py, 4 (X,q = 1) =

1.b) ExprimerP(X,,,1 = 1) en fonctiondeP(X,, = 0),P(X, = 1) etP(X,, = 2).

P(Xp1 =1) = P(Xpyy = 1et X, = 0) + P(Xppy = Let X, = 1) + P(X,,y = et X, = 2)
=Py —o(Xn+1 = 1D XPXy, =0) + Py, =1 (Xp41 = D) X P(Xpy = 1) + Py 2 (Xpy1 = 1) X P(X,, = 2)

1
= 1X P(Xp = 0) + 5 X P(Xp = D) + 1 X P(X, = 2)
Conclusion : P(X,.1 = 1) = P(X, = 0) +5 P(X,, = 1) + P(X,, = 2)

2. Déterminer R et justifier que, pour tout entier natureln, R,, = Ry X M"™.
Riy=PX, =0 PX;=1) P =2))

00 0
OnaR, =RyxM=(0 0 Dx|; - +|=0 1 0)
010

Montrons par récurrence surn € N que R,, = Ry X M":

Initialisation : Montrons que la propriété est vraie au rang 0 :
Ry X M° = R, la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : Supposons que pour n € N fixé la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire : R,, = Ry X M" et
montrons que la propriété est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire montrons que R,,; = Ry x M"*1
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MATHS

On sait d’aprés I'énoncé que R,,.; = R, X M or d’aprés I'hypothése de récurrence R,, = Ry X M™
AinsiR,,; = Ry X M X M™ = Ry X M™*1, ]e propriété est donc vraie aurang n + 1.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, ona: pourtoutn € N R, = Ry x M".

3. OnadmetqueM = P x D X P~! avec:
Etablir que, pour tout entier natureln, M® = P x D™ x P71,

Montrons par récurrence surn € Nque M* = P X D® x P71 ;

Initialisation : Montrons que la propriété est vraie au rang 0 :
PXD°xP1=PxI;xP1=pPxP!=I;=MO°lapropriété est vraie au rang 0.

Hérédité : Supposons que pour n € N fixé la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire :

M™ = P x D™ x P~ et montrons que la propriété est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire montrons que
Mn+1 =P x Dn+1 X P—l

Ona M™?! = M x M™. Or d’apreés I'hypothése de récurrence M™ = P x D™ X P~1 et d’apreés I'énoncé,
M=PxDxP 1 onendéduitque M1 =P XD XP 1XPXD"XP 1=PXxDXI;xD"x P!
doncM™! =P xDxD*"x P 1=pxDpntl xp1

La propriété est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, ona: pour toutn € N M* = P x D" x P~ 1,

4. a) Calculer D™ x P~ en fonction den.

(o0 2
D’aprés I’énoncé, D™ = 0 0 0 etP"1—<1 0 —1)
0 01 1 4 1
(_l) 0 0 1 -2 1
Donc D™ x P~1 = 02 0 0 ><<1 0 —1)
0,01 lnl 41n 1
(-3 —2(-3) (-2)

Ainsi D" x P71 =

1 4 1
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4. b) Sachant que RyP = G — % %), déterminer les coefficients de R,, en fonction den.

D’apres 2. pour tout entier naturel n, R,, = Ry X M™

D’apres 3. pour tout entier naturel n, M"* = P x D" x p~1
1 1

Donc R, = Ry X P x D" x P~1 = (3 —2 Z)xDUx P

De plus, d’apres I'énoncé et d’ apres 4 a.

(-3 —2( e (" 29" (3

D" x P~ = 0 ainsi R,, — - 0 0 0
o 1 } "1 11” 2 1/ 1\ 1 1 4 1
Dou Ry =((~;) +5  —3(-3) +3 5(—5) +3)

5. Déterminer
lim P(X,, =0), lim P(X,,=1) et lim P(X, =2)
n—-+coo n—+co n-+o
Interpréter ces résultats.

On sait d’apres le cours que si —1 < g < 1 alors

: n —
1Tl
Donc lim (——) = 0.0n en déduit :
n—+oo 2
li P(X,=0)=1i ! 1 1—1
Jim P(X, = 0)= lim 2(~3) +z=¢
lim P(X, = 1) = I 2( 1>n+2—2
s -V AN T3UT2) T3T 3
li P(X,=2)=1i ! " 1—1
Jim P, =2)= lim 3(-3) +z=¢

Lorsque n devient tres grand,
la probabilité qu'’il n’y ait aucune boule blanche dans U est %,

la probabilité qu’il y ait une boule blanche dans U est %,

et la probabilité qu'il y ait deux boules blanches dans U est %,
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