MATHS

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0; 1] par :

f0) = 1o
Partie A

1. Etudier le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0; 1].
eX
eX+e

2. Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle [0; 1], f(x) = (on rappelle que e = e?)

3. Montrer alors que
1
ff(x)dx =In(2)+1—-In(1+e)
0

Partie B

Soit n un entier naturel. On considere les fonctions f,, définies sur [0; 1] par :

X)=———

fn(*) 1+ nel—x

On note C, la courbe représentative de la fonction f,, dans le plan muni d’un repére orthonormé.
On considere la suite de terme général

1
Un = fn(x)dx
|

1. On a tracé ci-dessous les courbes représentatives des fonctions f,, pour n variant de 1 a 5. Compléter
le graphique en tracant la courbe C, représentative de la fonction f.

L2 7y

o
0.1 0.2 1.3
0.1

2. Soit n un entier naturel, interpréter graphiquement u,, et préciser la valeur de u,.

3. Quelle conjecture peut-on émettre quant au sens de variation de la suite (u,) ? Démontrer cette
conjecture.

4. La suite (u,) admet-elle une limite ?
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MATHS

CORRECTION
EXERCICE 3 4 points
On consideére la fonction f définie sur I'intervalle [0; 1] par :
1
0 =1

Partie A

1. Etudier le sens de variation de Ia fonction f sur lintervalle [0; 1].

La fonction x = 1 — x est dérivable sur [0; 1] car c’est une fonction polynéme.
Donc d’apres le cours la fonction x — e1™* est dérivable sur [0; 1]
Ainsi la fonction x = 1 + e1™* est dérivable sur [0; 1] et ne s’annule jamais donc f est dérivable sur
[0;1] etona:
—1xel™* el ™™

. ’ _ —
Pourtoutx € [0; 1], f'(x) = el = reimr
La fonction exp étant toujours strictement positive, on en déduit que f' est positive stricte.

If est donc croissante sur [0; 1]/

2. Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle[0; 1], f(x) = % (on rappelle quee = e')

vx € [0:1], F() 1 1xe* e* e* e*
x ; y x = = = = =
/ 1+el™ (Q+el™)xe* eXt+el™xe* eX¥+el™* ¥ tel

ex

On a donc prouvé que pour tout réel x de I'intervalle [0; 1], [f(x) = .

3. Montrer alors que

1
ff(x)dx =In(2)+1—-In(1+e)
0

1

1
e* u’
ff(x)dx = fex s dx .On reconnait une forme du type;,avec ulx) =e*+eetu'(x)=e*
0

0
1

Ainsi ff(x)dx = [In|e* + e|]j = In(e! + e) — In(e® + ¢)
0

=In(2e) —In(14+e) =In(2) +In(e) —In(1 +e) =In(2) + 1 —In(1 + e)

1
On a donc bien jf(x)dx =In(2)+1-In(1+e)
0
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MATHS

Partie B

Soit n un entier naturel. On considere les fonctions f,, définies sur [0; 1] par :

X)) =———

fa ) 1+ nel>*

On note C, la courbe représentative de la fonction f,, dans le plan muni d'un repére orthonormé.
On consideére la suite de terme général

Up = Of fa(x)dx

1. On a tracé ci-dessous les courbes représentatives des fonctions f,, pourn variant de 1 a 5. Compléter
le graphique en tragant la courbe C représentative de la fonction f .

1

Pour tout x € [0; 1] ona fo(x) = ———

= 1, on en déduit la représentation graphique :

Co

0.1 0.2 1.3
0.1

2. Soitn un entier naturel, interpréter graphiquementu,, et préciser la valeur deu.
1

On sait que pour toutn € N: u, = ffn(x)dx
0

Donc u,, est'aire de la partie du plan délimitée par I'axe des abscisses, la courbe C,, et le droites
d’équationx = O0etx = 1.

i3 TEXAS
INSTRUMENTS

Ce document est mis a disposition sous licence Creative Commons
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

MATHS

3. Quelle conjecture peut-on émettre quant au sens de variation de la suite (u,,) ? Démontrer cette
conjecture.

On peut conjecturer que la suite (u,) est décroissante. Démontrons le :
Pour toutn € N,ona:

Upyy = Up = flan(X)dx - flfn(X)dx = f(fn+1(x) — fu(x))dx

1

( 1 1 )dx _ j <1 +ne™ -1+ (n+ l)el‘x)> i

1+ (n+Del™* 1+nel—= 1+ n+Del*)(1 + nel~™)

C P ——r0©

_el—x
<(1 + (n+ Del*)(1 + nel>) > dx

Or pour toutn € N et pour toutx € [0;1]ona (1 + (n+ 1)e!™)(1 + nel™) > 0 et —el™* < 0.
_el—x

Donc pour tout n € N et pour tout x € [0; 1] Dol aimei™) <0

D’ou d’apres le cours, pour toutn € N :
1

_el—x
f( )deOsoitun+1—unS0
0

A+ M+ Der*)(1 + nel )

Ce qui prouve que Vn € N u,,; < u,.|La suite (u,) est bien décroissante|

4. La suite (u,,) admet-elle une limite ?

> 0 donc

Pour toutn € N et pour tout x € [0; 1] on a — =
1+nel=*

jfn(x)deO(:un =0
0

La suite (u,) est donc minorée par 0. De plus d’aprés 3. elle est décroissante, donc d’apres le théoréme
de convergence monotone, |(u,,) convergel
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